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摘要:利用变量替换技巧和放大技巧，研究了一类被积函数中含有未知函数及其导函数、积分项外包含了非常数项
的非线性二重积分不等式，给出该类不等式中未知函数的显上界估计，并举例说明所得结果可以用来研究微分－

积分方程解的估计．
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Estimation of Unknown Function of a Class of Double Integral Inequalities
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Abstract: A class of nonlinear double integral inequalities is studied，which includes an unknown function and its
derivative function in integrand function，and a nonconstant factor outside integral sign． The upper bound of the un-
known function in the integro－differential inequality is estimated explicitly using the techniques of change of varia-
ble，the method of amplification，and inverse function technique． The derived results can be applied in the study of
the explicit upper bounds of solutions of a class of integro－differential equations．
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1919年，文献［1］和文献［2］在研究微分方程的
解对参数的连续依赖性时，建立了以下积分不等式:

u( t) ≤c+∫
t

a
f( s) u( s) ds ( t!［a，b］) ，

其中，c≥0 是常数，并给出了该不等式中未知函数
的估计:

u( t) ≤cexp ∫
t

a
f( s) ds( ) ( t!［a，b］) ．

由于 Gronwall－Bellman 型积分不等式是研究微
分方程定性性质的重要工具，学者们研究了该不等
式的各种推广形式，并不断扩大其应用范围． 但大
部分学者研究积分号内不含未知函数的导函数的积
分不等式［3－12］． 由于积分号内包含未知函数及其导
函数的积分不等式在研究微分－积分方程中具有重
要作用，PACHPATTE［13］研究了含有未知函数及其
导函数的线性积分不等式:

u( t) ≤a( t) +b( t) ∫
t

0
c( s) ( u( s) + u( s) ) ds ( t!!+ )

和

u( t) ≤u( 0) +∫
t

0
a( s) ( u( s) + u( s) ) ds+

∫
t

0
a( s) ∫

s

0
b( σ) u( σ) dσ( ) ds ( t!!+ ) ．

AKIN－BOHNEＲ 等［14］在此基础上进一步研究
了时标上的线性积分不等式:

uΔ( t) ≤a( t) +b( t)∫
t

t0
c( s) ( u( s) +uΔ( s) ) Δs ( t!"0)

和

u( t) ≤w( t) +p( t) ∫
t

t0
{ ［a( ) ) +b( )) ］u( ) ) +

b( ) ) p( ) ) ∫t0
)
［c( s) u( s) +d( s) ］Δs} Δ) ( t!"0 ) ．

ZAＲEEN［15］进一步研究了积分号内含有未知
函数及其导函数的非线性积分不等式 :

u( t) ≤c+∫
t

0
k( s) u( s) ( up( s) +u2( s) ) ds ( t!!+ ) ．



本文受文献［13－15］的启发，研究了积分号外
具有非常数因子、积分号内含有未知函数及其导函
数的非线性二重积分不等式:

u( t) ≤w( t) +p( t){ u( t) +∫
t

t0
［a( )) ［u( ) ) + u( )) ］+

a( ) ) ∫t0
)
［c( s) u( s) ( u( s) +u( s) ) +d( s) ］ds］d) }

( t!［t0，%) ) ， ( 1)
利用分析技巧给出了不等式 ( 1 ) 中未知函数的估
计，并举例说明了本文结果可以用来研究相应类型

的微分－积分方程解的估计．

1 主要结果

为了使结果的证明过程简单明了，先给出以下

引理．
引理 1 假设函数 a( t) 、b( t) 和 c( t) 都是定义

在［t0，%) 上的非负连续已知函数，并且函数 a( t) 是
［t0，%) 上的增函数，未知函数 u( t) 满足不等式

u( t) ≤a( t) +∫
t

t0
b( s) u( s) ds+∫

t

t0
c( s) u2( s) ds

( t!［t0，%) ) ． ( 2)

如果 exp ( －ln a( t) －∫
t

t0
b( s) ds ) －∫

t

t0
c( s) ds＞0，则有

未知函数 u( t) 的估计式:

u( t) ≤( exp( －ln a( t) －∫
t

t0
b( s) ds) －∫

t

t0
c( s) ds )－1

( t!［t0，%) ) ． ( 3)
证明 对于任意非负实数 T !［t0，%) ，由式( 2)

可以看出

u( t) ≤a( T) +∫
t

t0
b( s) u( s) ds+∫

t

t0
c( s) u2( s) ds

( t !［t0，T］) ． ( 4)
为表述的简便，定义

v( t) = a( T) +∫
t

t0
b( s) u( s) ds+∫

t

t0
c( s) u2( s) ds

( t!［t0，T］) ． ( 5)
由式( 5) 可看出
u( t) ≤v( t) ，v( t0 ) = a( T) ( t !［t0，T］) ． ( 6)
求函数 v( t) 的导函数，可得

v( t) = b( t) u( t) +c( t) u2( t) ≤b( t) v( t) +c( t) v2( t)
( t!［t0，T］) ． ( 7)

式( 7) 两边同时除以 v( t) ，可得
v( t)
v( t) ≤

b( t) +c( t) v( t) ( t!［t0，T］) ． ( 8)

把式( 8) 中的 t替换成 s，然后两边关于 s从t0到 t积
分，可得:

ln v( t) ≤ln v( t0 ) +∫
t

t0
b( s) ds+∫

t

t0
c( s) v( s) ds≤

ln v( t0 ) +∫
T

t0
b( s) ds+∫

t

t0
c( s) v( s) ds ( t !［t0，T］) ．

( 9)
为表述的简便，定义

w( t) = ln v( t0 ) +∫
T

t0
b( s) ds+∫

t

t0
c( s) v( s) ds

( t!［t0，T］) ． ( 10)
由式( 9) 和式 ( 10) 可以看出 w ( t) 是非负连续

增函数，且满足

w( t0) = ln v( t0) +∫
T

t0
b( s) ds，v( t) ≤ew( t) ( t!［t0，T］) ．

( 11)
求函数 w( t) 的导函数，可得:

w( t) = c( t) v( t) ≤c( t) ew( t) ( t!［t0，T］) ． ( 12)
式( 12) 两边同除以－ew( t) ，可得

－e－w( t) w( t) ≥－c( t) ( t !［t0，T］) ． ( 13)
把式( 13) 中的 t改写成 s，然后两边关于 s 从 t0 到 t
积分，可得

e－w( t)≥e－w( t0) －∫
t

t0
c( s) ds ( t !［t0，T］) ． ( 14)

综合式( 6) 、( 11) 和式( 14) ，可得

u( t) ≤v( t) ≤exp( w( t) ) ≤ ( e－w( t0) －∫
t

t0
c( s) ds )－1 =

exp － ln v( t0 ) － ∫
T

t0
b( s) ds( ) － ∫

t

t0
c( s) ds( )－1 =

exp － ln a( T) － ∫
T

t0
b( s) ds( ) － ∫

t

t0
c( s) ds( )－1

( t!［t0，T］) ．
令 t=T，可得

u( T) ≤ exp (－ln a( T) －∫
T

t0
b( s) ds ) － ∫

T

t0
c( s) ds( )－1 ．
( 15)

由于 T是任意的，则显然式( 15) 可写成式( 3) ． 证毕．
下面给出本文的主要结果:

定理 1 假设 w( t) 、p( t) 、a( t) 、c( t) 、d( t) 都是

定义在［t0，%) 上的非负连续已知函数，u( t) 和 u( t)
是定义在［t0，%) 上的满足不等式 ( 1) 的未知函数．
如果

exp ( －ln ( u( t0) +∫
t

t0
A( s) ds ) －∫

t

t0
B( s) ds ) －∫

t

t0
C( s) ds＞0

( t !［t0，%) ) ， ( 16)
则有未知函数 u( t) 的估计式:

u( t) ≤u( t0) +∫
t

t0
{ w( s) ( 1+a( s) ) +［p( s) +a( s) +

a( s) p( s) ］Ｒ( s) } ds ( t!［t0，%) ) ， ( 17)

901第 3期 黄星寿等:一类二重积分不等式中未知函数的估计



其中

Ｒ( t) ∶= ( exp ( －ln( u( t0 ) +∫
t

t0
A( s) ds) －

∫
t

t0
B( s) ds ) －∫

t

t0
C( s) ds )－1， ( 18)

A( t) ∶=w( t) ( 1+a( t) ) +c( t) w2( t) +d( t) ， ( 19)
B( t) ∶= p( t) +a( t) +a( t) p( t) +c( t) w( t) +

2c( t) w( t) p( t) ， ( 20)
C( t) ∶= c( t) p( t) +c( t) p2( t) ． ( 21)

证明 由不等式( 1) 定义函数 z( t) :

z( t) ∶=u( t) +∫
t

t0
［a( )) ［u( ) ) + u( )) ］+

a( ) ) ∫t0
)
［c( s) u( s) ( u( s) +u( s) ) +d( s) ］ds］d)

( t !［t0，%) ) ． ( 22)
由式( 1) 和式( 22) ，有

z( t0 ) = u( t0 ) ，u( t) ≤z( t) ，u( t) ≤w( t) +p( t) z( t)
( t !［t0，%) ) ． ( 23)
求式( 22) 定义的函数 z( t) 的导函数:

z( t) = u( t) +a( t) ［u( t) + u( t) ］+

a( t) ∫
t

t0
［c( s) u( s) ( u( s) +u( s) ) +d( s) ］ds≤

w( t) +p( t) z( t) +a( t) ［z( t) +w( t) +p( t) z( t) ］+

a( t) ∫
t

t0
［c( s) ( w( s) +p( s) z( s) ) ［( w( s) +

p( s) z( s) ) +z( s) ］+d( s) ］ds≤w( t) ( 1+a( t) ) +

［p( t) +a( t) +a( t) p( t) ］z( t) +a( t)∫
t

t0
［c( s) w2( s) +

d( s) +［c( s) w( s) +2c( s) w( s) p( s) ］z( s) +
［c( s) p( s) +c( s) p2( s) ］z2( s) ］ds ( t!［t0，%) ) ．

( 24)
为了消除式( 24) 中的积分项，定义函数 r( t) :

r( t) ∶= z( t) +∫
t

t0
［c( s) w2( s) +d( s) +

［c( s) w( s) +2c( s) w( s) p( s) ］z( s) +
［c( s) p( s) +c( s) p2( s) ］z2( s) ］ds
( t!［t0，%) ) ， ( 25)

则有

r( t0 ) = z( t0 ) ，z( t) ≤r( t) ( t !［t0，%) ) ． ( 26)
由式( 24) ～ ( 26) 可得

z( t) ≤w( t) ( 1+a( t) ) +［p( t) +a( t) +
a( t) p( t) ］z( t) +a( t) ［r( t) －z( t) ］=
w( t) ( 1+a( t) ) +［p( t) +a( t) p( t) ］z( t) +
a( t) r( t) ≤w( t) ( 1+a( t) ) +［p( t) +a( t) +
a( t) p( t) ］r( t) ( t !［t0，%) ) ． ( 27)

再求函数 r( t) 的导函数:

r( t) = z( t) +c( t) w2( t) +d( t) +
［c( t) w( t) +2c( t) w( t) p( t) ］z( t) +
［c( t) p( t) +c( t) p2( t) ］z2( t) ≤w( t) ( 1+a( t) ) +
［p( t) +a( t) +a( t) p( t) ］r( t) +c( t) w2( t) +d( t) +
［c( t) w( t) +2c( t) w( t) p( t) ］r( t) +［c( t) p( t) +
c( t) p2( t) ］r2( t)≤w( t) ( 1+a( t) ) +c( t) w2( t) +
d( t) +［p( t) +a( t) +a( t) p( t) +c( t) w( t) +
2c( t) w( t) p( t) ］r( t) +［c( t) p( t) +c( t) p2( t) ］r2( t) =
A( t) +B( t) r( t) +C( t) r2( t) ( t !［t0，%) ) ，

( 28)
其中，A( t) 、B( t) 和 C( t) 由式( 19) ～ ( 21) 定义．
把式( 28) 中的 t 改写成 s，然后两边关于 s 从t0

到 t积分，可得

r( t) ≤r( t0 ) +∫
t

t0
A( s) ds+∫

t

t0
B( s) r( s) ds+

∫
t

t0
C( s) r2( s) ds ( t!!+ ) ． ( 29)

由于式( 29) 具有式( 2) 的形式，且相关函数满
足引理 1的相应条件，则利用引理 1 就可以得到式
( 29) 中 r( t) 的估计:

r( t) ≤ ( exp ( － ln( r( t0 ) + ∫
t

t0
A( s) ds) － ∫

t

t0
B( s) ds ) －

∫
t

t0
C( s) ds )－1 ( t!［t0，%) ) ． ( 30)

综合式( 23) 、( 26) 和式( 30) ，可得

r( t) ≤ ( exp ( －ln( u( t0 ) +∫
t

t0
A( s) ds) －∫

t

t0
B( s) ds ) －

∫
t

t0
C( s) ds )－1 =Ｒ( t) ( t!［t0，%) ) ， ( 31)

其中，Ｒ( t) 由式( 18) 定义． 把式( 31) 代入式( 27) ，
可得
z( t) ≤w( t) ( 1+a( t) ) +［p( t) +a( t) +a( t) p( t) ］Ｒ( t)
( t !［t0，%) ) ， ( 32)

两边积分，可得

z( t) ≤z( t0) + ∫
t

t0
{ w( s) ( 1+a( s) ) +［p( s) +a( s) +

a( s) p( s) ］Ｒ( s) } ds ( t!［t0，%) ) ． ( 33)
把 z( t0 ) = u( t0 ) 代入式( 33) ，可得

z( t) ≤u( t0) +∫
t

t0
{ w( s) ( 1+a( s) ) +［p( s) +a( s) +

a( s) p( s) ］Ｒ( s) } ds ( t!［t0，%) ) ． ( 34)
利用式( 23) 中的关系式 u( t) ≤z( t) ，则由式( 34) 可
得估计式( 17) ． 证毕．

2 应用

例 1 考虑微分－积分方程
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x( t) = w( t) +p( t) ( x( t) +∫
t

t0
H( s，x，x) ds )，x( 0) = c，

( 35)
其中，| c |是正常数; w( t) 、p( t) 是定义在［t0，∞ ) 上
的非负连续已知函数; H !C( !×!×!，!) ，满足下列
条件:

|H( t，x，x) |≤a( t) ［| x( t) | + | x( t) |］+

a( t)∫
t

t0
［c( s) | x( s) | ( | x( s) | + | x( s) | ) +d( s) ］ds，

( 36)
其中，a( t) 、c( t) 、d( t) 是定义在［t0，∞ ) 上的非负连续
已知函数． 假设 | c |、w( t) 、p ( t) 、a ( t) 、c ( t) 和 d ( t)
满足

exp ( －ln ( | c | +∫
t

t0
A( s) ds ) －∫

t

t0
B( s) ds ) －∫

t

t0
C( s) ds＞0

( t!［t0，%) ) ．
如果 x( t) 是方程( 35) 的解，则 x( t) 的模的估计式为

| x( t) |≤ | c | +∫
t

t0
{ w( s) ( 1+a( s) ) +［p( s) +a( s) +

a( s) p( s) ］珘Ｒ( s) } ds ( t!［t0，%) ) ， ( 37)
其中，

珘Ｒ( t) ∶= ( exp ( －ln ( | c | +∫
t

t0
A( s) ds ) － ∫

t

t0
B( s) ds ) －

∫
t

t0
C( s) ds )－1，

A( t) 、B( t) 、C( t) 由式( 19) ～ ( 21) 定义．
证明 利用条件( 36) ，由方程( 35) 推出

| x( t) |≤w( t) +p( t) { | x( t) | +∫
t

t0
［a( )) ［| x( ) ) | +

| x( ) ) |］+a( ) ) ∫t0
)
［c( s) | x( s) | ( | x( s) | +u( s) ) +

d( s) ］ds］d) } ( t !［t0，%) ) ． ( 38)
由于式( 38) 具有不等式( 1) 的形式，且满足定

理 1的相应条件，则利用定理 1可得估计式( 37) ．
例 1说明本文结果可以用来给出相应类型的微

分－积分方程解的估计．
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