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对高中数学选修 ３－４“对称与群”的教学思考
———基于分子对称群理论

顾宇晴， 张　 霞∗

（华南师范大学数学科学学院，广州 ５１０６３１）

摘要：基于结构化学中的分子对称群理论，给出高中数学选修课程专题“对称与群”的一种教学设想，旨在拓展

高中生的数学视野，提高高中生对数学的应用价值的认识．
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　 　 群论是高等数学专业课———《抽象代数》中的

重要组成部分，“对称与群”在 ２００３ 年作为选修系

列 Ａ的专题首次选入高中数学教材［１］ ． 而在高中开

设此专题课程并不是为了直接向高中生讲授高等数

学的内容，其初衷是让学生体会群论在研究事物的

对称性以及研究轴对称图形、中心对称图形等数学

对象， 甚至是化学中的分子结构、物理中的原子结

构等对象中的重要作用，从而拓展高中生的数学视

野，提高高中生对数学应用价值的认识．
群论的内容较为抽象且与高中其他部分知识的

联系相对不紧密，这就给学生的理解带来一定的难

度． 同时，现行的教材对于群论的实际应用介绍得

较为简略，本文结合结构化学中的分子对称群理论

给出一种教学设想， 以期有助于“对称与群”的一线

教学．

１　 对《对称与群》教材的基本解读

“对称与群”专题主要面向有志于学习数理类

（数学、物理、计算机、精密仪器等）的学生［２］ ． 课标

在本专题的课程目标设置上没有给出具体限定，在
一线教学中主要由学校根据学情及教学条件弹性地

进行难度及广度的把控． 综合课标和各版《对称与

群》教材（人教 Ａ 版［３］、人教 Ｂ 版［４］、苏教版［５］、湘
教版［６］、北师大版［７］ ）的编排结构，笔者将“对称与

群”专题的要求大致归纳为如下 ４点：
（１）由丰富实例体会现实生活中存在大量的对

称现象．
（２）通过分析几何图形的对称性和轴对称、旋

转、平移 ３种刚体运动形成对称变换的概念；结合图

形操作的示例认知对称变换的运算封闭性、对称变

换合成、变换的结合律、等距变换、可逆变换、恒等变

换和置换等概念．
（３）基于第二点的知识建立起变换群的概念，

初步认知抽象群的概念；基于对称变换了解群的表

示方法，能尝试写出简单图形或正多边形的对称群；
了解对称多项式及多项式的对称变换群的概念．

（４）了解群论在各学科中的实际应用：装饰艺

术中的带饰和面饰、化学分子的对称群、晶体对称理

论和代数方程根式可解性理论等．

２　 基于分子对称群理论给出的“对称
与群”的教学设想

２．１　 问题提出

笔者发现苏教版、湘教版的《对称与群》教材并

没有提及群论到底有何应用，北师大版教材仅对伽

罗瓦理论做了简单的拓展． 而像群论这样较为抽象

的高等数学知识最容易让学生产生的疑问是：学了

之后有用吗？有什么作用？怎么样才能应用？笔者

研究了人教 Ａ 版《对称与群》第三讲第二小节及人

教 Ｂ版《对称与群》教材第四章第三小节中所介绍

的化学学科中的分子对称群内容，提出了一种教学

设想：先从实际问题出发，用化学分子对称性相关实



例作为讲解变换相关概念时的支撑材料，再将群的

理论抽象出来进行分析，让学生理解了群论的相关

理论后再介绍化学学科中如何使用群论的方法解决

实际问题． 这种教学设计思想注重培养新课标学科

核心素养中的数学抽象素养［２］，也体现了学科之间

的交叉综合运用．
２．２　 分子对称群相关前导知识

２．２．１　 对称操作　 物质的结构决定物质的性质，利
用对称及相关原理探讨分子的结构和性质是人们认

识分子的重要途径，也是人们了解分子结构和性质

的重要方法． 关于分子的若干种对称操作及相应对

称操作群等理论可参见文献［８］．
化学中是这样定义分子的对称操作的：能不改

变分子内任何两点间的距离而使分子复原的的操

作． 这里的复原指的是对称分子经过某一操作后，
分子中每一原子都被放在周围环境与原先相同的点

上，操作前后原子所在环境依然相同，无法区别操作

前后的分子．
对称操作包括旋转、反映、反演、旋转－反映（象

转）、恒等操作， 每种对称操作中都有一些具有特殊

意义的几何对象（点、线、面等）．
（１）旋转操作． 是指将分子绕某一直线旋转一

定角度后能使分子复原的操作． 若分子绕此直线旋

转３６０° ／ ｎ（ｎ 为整数）后能使分子复原， 则称此直线

为分子的一条 ｎ 重旋转对称轴 Ｃｎ，称这样的旋转操

作为 Ｃ１ｎ，ｎ 最大的对称轴称为分子的主轴．
由环乙烷分子（Ｃ６Ｈ１２）绕其几何中心的直线旋

转一定角度的简单示意图（图 １）可知：环乙烷分子

有无数条 Ｃ１ 旋转轴， １条 Ｃ６ 旋转轴．

图 １　 环乙烷分子旋转操作示意图

　 　 （２）反映操作． 是指使分子中的每一点都反映

到该点到某镜面垂线的延长线上在镜面另一侧等距

离处的操作， 反映操作用 σ 表示，反映操作中的镜

面用 σ 表示． 由水分子（Ｈ２Ｏ）经过反映操作前后的

示意图（图 ２）可以看到：水分子经过反映操作后仍

能得到复原．

图 ２　 水分子反映操作示意图

　 　 根据镜面和分子旋转轴的空间关系， 又常以不

同的下标区分特殊的镜面：通过主轴的镜面 σｖ、与
主轴垂直的镜面 σｈ、通过主轴并平分 ２ 个副轴（垂
直于主轴的轴， 一般为 Ｃ２）夹角的镜面 σｄ ．

（３）反演操作． 当分子有对称中心时， 将分子

中的每一个原子都移动到该原子与对称中心连线的

延长线的等距离处，这样使分子复原的对称操作叫

做反演操作，常用 ｉ 表示．
（４）旋转－反映（象转）操作． 将分子先绕某一

轴旋转３６０° ／ ｎ（ｎ 为整数）， 再沿垂直该轴的镜面进

行反映， 并且能够复原的分子操作叫做旋转－反映

操作，用符号 Ｓ１ｎ 表示，由旋转变换和反映变换的几

何概念容易验证有 Ｓ１ｎ ＝σｈＣ１ｎ ＝Ｃ１ｎσｈ 成立．
（５）恒等操作． 是指分子中的任意原子位置保

持不变的操作，用 Ｅ 表示． 每个分子经过恒等操作

都可以复原．
２．２．２　 分子对称群的提出 　 一个分子具有的全部

对称操作可由类似以下过程的讨论列出：
第一步：观察分子结构中是否存在正 ｎ 边形或

是类似正 ｎ 边形的结构，以此确定是否可以进行旋

转变换． 如果可以进行旋转变换，则需要确定有多

少种可能的旋转角度．
第二步：观察分子结构中是否存在轴对称的结

构． 若含有轴对称结构，则可以进行反映操作，一个

平分分子并使分子内的原子成对地排在其两侧的平

面可以对应一次反映操作；若含有轴对称结构，分子

也可进行旋转操作 Ｃ１２ 得到复原．
第三步：观察分子结构中是否存在中心对称的

结构，若含有中心对称结构，则可以进行反演操作，
一个对称中心对应一次反演操作．

第四步：基于第一步已经找出有多少种旋转角

度可以选择，分别考虑在旋转这些角度后的分子沿

垂直相应对称轴的平面进行反映后是否可以复原．
结束以上 ４ 个步骤后，再加上每个分子都具备

的恒等操作，即得到一个分子所有可能的对称变换．
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以水分子为例，我们发现水分子结构中存在轴对称

结构（图 ３），且有 ２ 个平分分子并使分子内的原子

成对地排在其两侧的平面，故水分子可进行 ２ 种反

映操作和旋转操作 Ｃ１２；而水分子不存在中心对称结

构，故无法进行反演操作；在进行了旋转操作 Ｃ１２（旋
转 １８０°）后，沿垂直对称轴的平面进行反映后无法

复原水分子． 综上，水分子共有 ４ 种对称操作：旋转

操作 Ｃ１２、２种不同的反映操作及恒等操作 Ｅ．
水分子的以上 ４种对称操作可形成一个对称操

作群． 我们可以验证以上 ４ 种对称操作组成的集可

以同时满足成为群的 ４个条件：运算封闭、存在单位

元、存在逆元、运算满足结合律． 通过操作的合成也

可以写出水分子对称操作群 Ｃ２ｖ的乘法表（表 １），
其中，σｖ（ｘｚ）及 σｖ（ｙｚ）分别表示水分子在 Ｏｘｙｚ 分子

坐标系（图 ３）中关于 ｘＯｚ 面及 ｙＯｚ 面做的反映变换．

表 １　 水分子对称操作群 Ｃ２ｖ的乘法表

Ｅ Ｃ１２ σｖ（ｘｚ） σｖ（ｙｚ）
Ｅ Ｅ Ｃ１２ σｖ（ｘｚ） σｖ（ｙｚ）
Ｃ１２ Ｃ１２ Ｅ σｖ（ｙｚ） σｖ（ｘｚ）

σｖ（ｘｚ） σｖ（ｘｚ） σｖ（ｙｚ） Ｅ Ｃ１２
σｖ（ｙｚ） σｖ（ｙｚ） σｖ（ｘｚ） Ｃ１２ Ｅ
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z
C2 σxz

yzσ

图 ３　 水分子的立体构型及在三维直角坐标系 Ｏｘｙｚ 中的示

意图

　 　 遵循同样的步骤，可以写出氨分子（ＮＨ３）的对

称操作群 Ｃ３ｖ的乘法表（表 ２）， 其中 σａ、σｂ 和 σｃ 分

别表示了氨分子在 Ｏｘｙｚ 分子坐标系（图 ４）中关于

垂直 ｘＯｙ 面的面 ａ、面 ｂ 和面 ｃ 所做的反映变换．

表 ２　 氨分子对称操作群 Ｃ３ｖ的乘法表

Ｅ Ｃ１３ Ｃ２３ σａ σｂ σｃ

Ｅ Ｅ Ｃ１３ Ｃ２３ σａ σｂ σｃ

Ｃ１３ Ｃ１３ Ｃ２３ Ｅ σｃ σａ σｂ

Ｃ２３ Ｃ２３ Ｅ Ｃ１３ σｂ σｃ σａ

σａ σａ σｂ σｃ Ｅ Ｃ１３ Ｃ２３
σｂ σｂ σｃ σａ Ｃ２３ Ｅ Ｃ１３
σｃ σｃ σａ σｂ Ｃ１３ Ｃ２３ Ｅ
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图 ４　 氨分子的立体构型及在三维直角坐标系 Ｏｘｙｚ 中的示

意图

２．２．３　 量子化学中的群论应用 　 在《对称与群》教
材中所提及的群的理论知识只是最基本的群的理

论． 如果若干个不同分子的对称操作群同构，则这

些分子在结构和性质上具有很大的相似性，可以将

他们归为一类，这样归纳种类研究性质的方法可以

辅助简化某些定性的研究过程． 群论可以用于弄清

由于研究对象中存在的对称性必然使体系具有什么

性质，沟通对称性这一现象与物质性质这一本质的

桥梁就是群论［９］ ． 而《对称与群》教材中未介绍的更

复杂深入的群和群的理论可以简化部分量子化学的

研究步骤，例如分子对称群的不可约表示可以应用

于确定电子跃迁的类型、探究分子轨道的一些规律、
完善配位场理论等［１０］ ． 群和群的理论也可以减轻包

括量子化学计算在内的部分研究工作量．
２．３　 具体教学设想

综合 ５个版本的《对称与群》教材［３－７］，笔者给

出如下一种大致教学框架．
在本专题的教学中，可以由生活中大量实例引

出对称的概念，再对平面刚体运动（反射、旋转、平
移等）及平面刚体运动的概念和性质进行介绍． 教
师可以先介绍简单的反射、旋转、平移，引出对称变

换的概念． 而由于高中生已经掌握了反射、旋转、平
移等二维平面中以上刚体运动的概念［１１］，教师不必

在二维图形的对称变换上停留过久，可以再上升一

个维度介绍三维图形的对称变换． 此时可以先从简

单的几何体（如长方体、圆柱、三棱锥等）入手，再上

升难度，以化学分子（如水分子、氨分子、苯分子等）
为素材讨论复杂一些的立体几何图形的能有多少种

对称变换（即 ２．２．２中提及的水分子、氨分子的对称

操作），锻炼学生迁移知识的技能，树立学生有序思

考的意识，也培养学生直观想象这一核心素养．
在立体图形的对称变换和分子的对称操作的探

究讨论过程中，对称变换的合成、对称变换的性质及

对称变换的逆变换都可以被自然地引出，从而得到

对称群这一特殊的代数结构的概念． 对群相关的其

他理论及对称多项式的概念等其他知识进行拓展．
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这是因为化学分子结构的对称性与几何图形的对称

性本质是相同的，化学分子就是一种三维空间上特

殊的立体结构，这给我们提供了很好的教学素材．

我们可以给出群论中部分概念与分子对称群理论中

部分概念的对比表格（表 ３）作为本专题教学实践的

原材料．

表 ３　 群论中部分概念与分子对称群理论中部分概念的对比

相关概念 在群论中 在分子对称群理论中

群的实例 正 ｎ 边形等对称图形的变换及变换形成的群 由水分子、氨分子等对称分子的对称操作及对称操

作形成的群

群中的元素 平面刚体运动：旋转变换、反射变换、中心对称变换、
先旋转变换再反射变换、恒等变换

分子对称操作：旋转操作、反映操作、反演操作、旋
转－反映操作、恒等操作

相关运算 对称变换的合成 对称操作的组合

对称变换的逆 对称操作的逆

　 　 最后，教师可以对其他学科中如何使用群论的

理论解决实际问题进行介绍，可以基于 ２．２．３ 所提

及的群论在量子化学中应用进行拓展，也可以介绍

群论知识在几何晶体学、艺术设计、求解代数方程等

方面的运用． 限于高中生的知识水平能力，更深入

的群论知识可以不必进行过多的介绍，可鼓励个别

感兴趣的同学在课余进行课外材料的阅读和知识的

拓展．

３　 结语

对称概念看似简单，但却能够引申出群论这样

一门精妙的理论． 群就是对称概念的数学描述，研
究群就是为了研究复杂的对称． 虽然高中生的平均

知识能力水平还不足以对群论有深刻的理解与认

识，但是对群论进行简单的了解，可以拓展他们的数

学视野，让高中学生对数学的应用价值有更切实的

认识．
此外，文中提到的分子的对称操作均可用矩阵

的形式进行刻画，并且利用矩阵及其理论也可以解

决很多量子化学、晶体结构中的问题，在进行选修专

题 ４－２《矩阵与变换》的教学时，教师也可以考虑将

分子对称性问题与矩阵理论进行交叉结合，拓展学

生的数学视野，让学生对数学的应用价值有更深刻

的认识．
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