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关于分担集的正规定理
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摘要: 用几何方法研究了更广泛的拟亚纯映射. 利用关于覆盖曲面的不等式, 较简单地证明了关于分担集的正规定

理. 由于亚纯函数是拟亚纯映射的特例, 因此所得结论对亚纯函数均成立.
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� � 设 D �ÈÈ C是复平面上的一个区域, F是 D上的一

族复函数. 设 V是直径为 1的球面, 通过球极投影

与闭复平面ÈÈ �C一一对应. 设 f F, a V,记 �E (f, a,

D ): = { z D; f ( z ) = a },若对任意 f, g F, 恒有 �E
(f, a, D ) = �E (g, a, D ),则称 a是F的一个分担值.

设 S � V 是一个非空的有限点集, 记 �E ( f, S,

D ): =  a! S �E ( f, a, D ), 若对任意 f, g F, 恒有 �E (f,

S, D ) = �E ( g, S, D ),则称 S是F的一个分担集.

关于分担值的正规定理, 有不少文章研

究
[ 1- 5]

. 2008年 6月在绍兴召开的全国复分析会议

上, 听了方明亮教授的报告, 受到启发,回来用覆

盖曲面的几何方法, 对更广泛的拟亚纯映射,证明

了关于分担集的正规定理, 这些定理对亚纯函数也

都成立.

1� 定义

定义 1
[ 6] � 记直径为 1的 R iemann球面为 V,

设复函数 f ( z )是区域 D � V - { ∀ }到 D #� V的同

胚. 若

( i)在 D内的任一矩形 { z= x+ iy; a < x< b, c<

y < d }中, 对 ( a, b)内 a. e. (几乎处处 )的 x, f ( x +

iy )是 y的绝对连续函数; 对 ( c, d )内 a. e.的 y, f ( x

+ iy ) 是 x的绝对连续函数.

( ii)存在 K > 1, 使得 f ( z)在 D内 a. e.适合

fz ( z) + f z ( z) ∃ K ( fz ( z) - f z ( z) ),

则称 f是 D内的 K !拟共形映射.

定义 2
[ 7 - 8] � 设 f ( z )是区域 D内的复值连续函

数. 若对任意点 z0 D, 存在 z0的邻域 U� D与一

正整数 n = n ( z0 )% 1,使得在 U上

g ( z ) =
(f ( z ) )

1
n , f ( z0 ) = ∀ ,

(f ( z ) - f ( z0 ) )
1
n + f ( z0 ), f ( z0 ) & ∀

是K !拟共形映射, 则称 f是区域 D上的K !拟亚纯映
射, 记为 f QK (D ), 称 n是 z0的重数. 它是通常

亚纯函数的推广.

定义 3� 设 F是区域 D 内一族 K !拟亚纯映射.

若F中每一列 K !拟亚纯映射 {f t }恒含有在 D内内闭

一致收敛 (按球距 )的子列,即对 D内任意闭集 Q与

F中任一列 K !拟亚纯映射 { f t }恒含有在 Q内一致收

敛 (按球距 )子列, 则称F在 D内正规.

定义 4� 设F是区域 D内一族 K !拟亚纯映射. F

称为在 D内等度连续, 若对 D内任意闭集 Q与任

意 �> 0,存在相应的 �> 0, 使得对于任意的 f F以

及 Q 上任意两点 z1、z2, 只要 | z1, z2 | < �, 便有

|f ( z1 ), f ( z2 ) | < �.

本文中一些 Nevan linna理论的常用术语、记号

请参见文献 [ 9]、[ 10] . 文中用 | a, b |表示 a, b V

二点间的球面距离; 用 |D |表示区域 D的球面面

积; 用 f (D )表示区域 D到 V的值域, f (D ): = { f ( z );

z D }; 用 (D, f )表示区域 D通过拟亚纯函数 f ( z) =

u (x, y ) + iv (x, y )到球面 V上的覆盖曲面.若 D ( r): =



{ |z | < r}, z= r e
i 
,则 (D ( r ), f )对 V的平均覆盖次

数为

S ( r, f ) =
| (D ( r), f ) |

| v |
=

1
!∋

r

0 ∋
2!

0

ux vy - vx uy

( 1+ | f |
2
)
2rd dr.

(D ( r), f )的边界长为

L ( r, f ) = ∋
2!

0

( ux vy - vxuy )
1
2

1 + | f |
2 rd dr.

2� 主要结果及证明

引理 1
[ 11 ] � 设 F 0是球面 V上的连通区域,其边

界是 q%0个小圆 (可能蜕化为点 ). 当 q% 2时, 设

任意 2个小圆间的距离不小于 �( > 0), 则对任何有

限连通的覆盖曲面 F, 恒有

∀
+

(F )%∀(F 0 )S - 2
5
�
- 3
!

2
L,

其中 ∀(F )表示 F的特征数, ∀
+

(F ) = max {∀, 0}, S

表示 F对 F0的平均覆盖次数, L是 F 的相对边界

长度.

引理 2
[ 7] � 设 f ( z )是 |z | < R内的 K !拟亚纯映

射,则对于 r ( 0, R )有

L
2
( r) ∃ 2

5
K !

2
r
dS ( r, f )

dr
, a. e.

其中 L ( r )表示覆盖曲面 F r = f ( |z | < r )在 V上边界

曲线的长度.

定理 1� 设 f ( z )为 |z | < R内的 K !拟亚纯映射,

b1, b2, (, bq V是 q%3个不同的有限或无限复数.

则对任意 r (0, R ),

( q - 2) S ( r, f ) < max{ 0, ( ∀
q

t= 1
�n (R, f = bt ) ) - 1} +

� 2
15
K !

6

�
6
( logR - log r )

, ( 1)

其中 �n (R, f = b)表示 |z | < R内 f ( z ) - b的零点个数

(不计重数 ); �: = m in{ | bi, bj |; i& j, i, j= 1, 2, (, q }.

证明 � 用 F0表示从球面 V上挖去 q个点 b1, b2,

(, bq 后剩下的区域. 注意 ∀(F 0 ) = q- 2. 从 | z | < r

内挖去 #
q

t= 1
(f ( z ) - bt ) (若 bj = ∀ , 则将 f ( z ) - bj

换成 1 /f ( z ) )的所有零点. 记剩下的区域为 D r. 用

F r: = f (D r )表示 D r通过 f ( z )到 F0的覆盖曲面.由

引理 1, 有

∀
+
: = m ax{ 0, ( ∀

q

t= 1
�n(R, f = bt ) ) - 1} %

� � ( q - 2) S - 2
5
�

- 3
!

2
L.

i)若对任何 p ( r R ) 恒有 S ( p f ) - ∀
+ %0 结

合引理 2,有

( ( q- 2)S ( p, f ) - ∀
+

)
2
<
2
10
!

4

�
6 L

2
p <

2
15
K!

6

�
6 p

dS (p, f )
dp

∃ logR - log r = ∋
R

r

dp

p
<

2
15
K!

6

�
6

1

( q - 2)S (p, f ) - ∀
+ .

( q- 2) S ( p, f ) < max{ 0, ( ∀
q

t= 1

�n (R, f = bt ) ) - 1} +

2
15
K !

6

�
6
( log R - log r)

.

ii)若存在 p ( r, R ),使 ( q- 2)S (p, f )- ∀
+
< 0,则

( q - 2)S ( r, f ) < ( q - 2)S ( p, f ) <

� � max {0, ( ∀
q

t= 1
�n(R, f = bt ) ) - 1}.

式 ( 1)也成立. 证毕.

引理 3� 设 f ( z )为圆域 D (R, z0 ) = { z Vz;

|z, z0 | < R } � Vz 内的亚纯函数, { bt }
q

t= 1 � V 是 q

( % 3)个不同的有限或无限复数. 若

max{ 0, ( ∀
q

t= 1
�n (R, f = bt ) ) - 1} = 0,

则对任意 � ( 0, 1 /2), 当 3r ( 0, r0 = R e
- c2 /�2

)时,

对任意 u, v { |z, z0 | < r}, 恒有

|f ( u ), f ( v ) | < �.

证明 � 由定理 1, 若令 r0 = R e
- c2 /�2

< R, 则对

r∃ r0,值域 f (D ( r, z0 ) )及像曲面 (D ( r, z0 ), f )在 V

上的面积有

|f (D ( r, z0 ) ) | ∃ !S ( r, f ) < �
2
!<

!
2
. ( 2)

记覆盖曲面 (D ( r, z0 ), f ) ( r < r0 )的边界为

l ( r), 它在 V上的长度为 L ( r ). 记

d1 ( r): = sup{ |f ( p ), f ( q ) |; p, q D ( r, z0 ) },

d ( r ) = m in( d1 ( r), 1).
( 3)

下面先证明

d ( r ) < L ( r ). ( 4)

若 L ( r )% 1时, 式 ( 4)显然成立. 若 L ( r ) < 1 ( r <

r0 ),则边界曲线 lr完全落在 V的某半球面 �V内
[ 9]

.

结合式 ( 2), f (D ( r, z0 ) )� �V内.在 f (D ( r, z0 ) )的边

界上取 p, q #D ( r, z0 ), 使

|f ( p ), f ( q ) | = sup{ |f ( u), f ( v) |; u, v D ( r, z0 ) }.

因此对任意 u, v D ( r, z0 ), 有

|f ( u ), f ( v) | ∃ |f ( p ), f ( q ) | ∃ L ( r) < 1.

由 u, v的任意性, 得 d ( r ) < L ( r ). 注意 d ( r)对

r是非减的. 对任意 3r< r0,

d
2
(r ) ln 3 ∃ ∋

3r

r

d
2
( t)
t

dt ∃ ∋
3r

r

L
2
( t)
t

dt ∃ c∋
3r

r
dS ( t, f ) ∃

cS (3r, f ) ∃ c
c

lnR - ln(3r )
∃ c

2

lnR - ln r0
∃ �

2
.
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上面第 2个不等式是由于式 ( 4); 第 3个不等

式是由于引理 2; 第 5个不等式是由于定理 1. 结合

式 ( 3), 就得到引理 3.

定理 2� 设F是域 D内的一族K !拟亚纯映射, 则F

在 D内正规的充分必要条件是F在 D内等度连续.

证明 � 充分性: 设 {f t }� F是任一序列, H = { hv }

� D是 D上一个稠密的可列集.选择子序列不妨仍记

为 {f t },使它在H上处处收敛. 设F在 D等度连续. 对

任意闭集 Q � D及任意 �> 0, 记 Q到 D的边界 #D

间的距离为 ∃> 0, 存在 � (0, ∃), 使得对任意 f F

及 Q上任意两点 A, B, 只要 |A, B | < �,便有

|f (A ), f (B ) | < �. ( 5)

选取有限个球 {B ( �, P t ) } ( t= 1, 2, (, N; P t

Q)H ),使

D %  
N

t= 1
B ( �, P t )% Q. ( 6)

可以看出存在M > 0, 当 p, q>M 时,对任意 A

{P t }
N

t= 1,有

|fp (A ), f q (A ) | < �. ( 7)

为证 {f u }
∀
u= 1在 Q上一致收敛,对任意点 B Q,

由式 ( 6),存在 A {P t }
N

t= 1,使 |A, B | < �. 当 p, q>M

时,结合式 ( 5)、( 7), 有

|fp (B ), f q (B ) | < |fp (B ), fp (A ) | + |fp (A ), f q (A ) | +

|fq (A ), fq (B ) | < 3�.

这说明存在子序列在 Q上一致收敛.

必要性: 设 F在 D内不等度连续, 即存在 �0 >

0及闭区域 Q � D (仍记 Q到 #D 间的距离为 ∃ >

0). 对任何 t> 1,总存在 f t F及 Q上 2个不同的点

A t和 B t, 满足 |A t, B t | < 1 / t, 但是

|f t (A t ), f t (B t ) | > �0. ( 8)

若F在 D内正规, 选取子列, 不妨仍记为 {f t },

在 Q上一致收敛, 故可取 M 充分大, 使对任意 t>

M 及 Z Q, 有

|ft ( Z ), fM ( Z ) | < �0 /3. ( 9)

由定理 1, fM 在 Q上一致连续, 于是存在 �>

0, 对任意 A t, B t Q, 只要 |A t, B t | < �, 则有

|fM (A t ), fM ( B t ) | < �0 /3. 结合式 ( 9), 有

� |f t (A t ), f t (B t ) | < |f t (A t ), fM (A t ) | +

� |fM (A t ), fM (B t ) | + |fM (B t ), ft (B t ) | < �0.

这与式 ( 8)矛盾.

定理 3� 设 F是区域 D �ÈÈ C 内的一族 K !拟亚纯
映射, S � V是F的一个分担集. 若 S中至少有 3个

点, 即 3∃ # ( S ) < ∀ , 则F在 D内正规.

证明 令 �: = m in{ |a, b |; a, b S, a& b }. 任

取闭集 Q � D. 由分担集的定义, 对任意 f F,

�E (F, S, G ) = �E ( f, S, G )

是有限点集.

则对任意 z0 G, 在区域 B: = { | z, z0 | < r}内,

至多含 �E (F, S, G )中的一个点. 于是对每一个 f F,

在区域 B内, f ( z )取 S中点的总次数 ∀ b S
�n ( r, f =

b) ∃ 1. 由引理 3, 可看出F在 B内等度连续. 由定

理 2, F在B内正规.因此F在 G内正规. 最终F在D内

正规.

由于亚纯函数也是 K拟亚纯映射.故

推论 1� 设F是区域 D �ÈÈ C 内的一族亚纯函数.

S� V是F的一个分担集. 若 S中至少有 3个点, 即

3∃ # ( S ) < ∀ , 则F在 D内正规.

若F有 3个不同的分担值 a, b, c, 则 S = { a, b,

c}是分担集.故

推论 2� 设F是域 D � V内的一族亚纯函数. 若

F有 3个不同的分担值, 则F在 D内正规.

推论 3� 设F是域 D � V内的一族 K !拟亚纯映
射. 若存在 3个不同的复数 a, b, c V, 使得对任意

f F, 在 D内恒不取 a, b, c.则F在 D内正规.
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