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集合的对称差运算及其产生的和式

庄丽纯

（汕头市第一中学，汕头５１５０６５）

摘要：深入地研究了任意多个集合的对称差的定义，揭示了任意多个集合的对称差的构造，Ａ１Δ…ΔＡｍ（ｍ≥２）是由恰
属于Ａ１，…，Ａｍ中奇数个集合的那些元素组成，并运用组合计数理论计算集合的对称差运算所产生的和式．
关键词：集合；对称差；和式

　　众所周知，集合论是全部数学的基础，集合的对
称差是集合之间的一种重要运算，而且在很多数学

分支中都有着广泛的运用．本文将从２个集合的对
称差定义出发，推广到任意多个集合的对称差定义，

揭示其构造，即 Ａ１Δ…ΔＡｍ（ｍ≥２）是由恰属于 Ａ１，
…，Ａｍ中奇数个集合的那些元素组成．并运用组合
计数理论计算集合的对称差所产生的和式

Ｓｍ，ｎ ＝ 
Ａ１，…，Ａｍ｛１，２，…，ｎ｝

Ａ１Δ…ΔＡｍ ＝ｎ·２
ｍｎ－１（ｍ≥２），

　Ｇｍ，ｎ，ｋ ＝ 
Ａ１Δ…ΔＡｍ＝｛１，２，…，ｋ｝
Ａ１，…，Ａｍ｛１，２，…，ｎ｝

（｜Ａ１｜＋…＋｜Ａｍ｜）＝

　ｍｎ·２（ｍ－１）ｎ－１ （ｍ≥２，０≤ｋ≤ｎ）．

１　集合的对称差及其构造

这里把参与运算的集合看成某个集合Ｓ的一些
子集．Ａ是Ｓ的子集，记为ＡＳ．

定义１［１］　设Ａ，Ｂ是集合 Ｓ的２个子集，称（Ａ
－Ｂ）∪（Ｂ－Ａ）为Ａ，Ｂ的对称差，并记为ＡΔＢ．明显
地，ＡΔＢ是由恰属于Ａ，Ｂ之一的那些元素组成．

定义２　设 Ａ１，…，ＡｍＳ，ｍ≥３，称 Ａ１Δ…ΔＡｍ
＝（Ａ１Δ…ΔＡｍ－１）ΔＡｍ为ｍ个集合的对称差．Ａ１Δ…
ΔＡｍ是由恰属于Ａ１，…，Ａｍ中奇数个集合的那些元
素组成．证明详见定理２．

由定义１可推得
定理１［１］　关于对称差，下述关系式成立：
（１）换律：ＡΔＢ＝ＢΔＡ；
（２）合律：ＡΔ（ＢΔＣ）＝（ＡΔＢ）ΔＣ；
（３）ＡΔＢ＝（Ａ∩Ｂｃ）∪（Ｂ∩Ａｃ）；
（４）ＡΔＢ＝（Ａ∪Ｂ）－（Ａ∩Ｂ）；

（５）ＡｃΔＢｃ＝ＡΔＢ；
（６）ＡΔＢ＝!Ａ＝Ｂ；
（７）ＡΔＢ＝ＳＡ∪Ｂ＝Ｓ且Ａ∩Ｂ＝!．
下面的定理揭示了集合对称差的构造：

定理２　设 Ａ１，…，ＡｍＳ，ｍ≥２，则 Ａ１Δ…ΔＡｍ
是由恰属于Ａ１，…，Ａｍ中奇数个集合的那些元素组
成，即

Ａ１Δ…ΔＡｍ＝ ∪
１≤ｋ≤［（ｍ＋１）／２］

｛ｉ１，…，ｉ２ｋ－１，ｊ１，…，ｊｍ－２ｋ＋１｝＝｛１，２，…，ｍ｝

（Ａｉ１∩…∩

　Ａｉ２ｋ－１∩Ａ
ｃ
ｊ１∩…∩Ａ

ｃ
ｊｍ－２ｋ＋１）．

对ｍ用数学归纳法证明是很普遍的．下面利用
集合的特征函数证明，更为简便和独特．为此，引入
集合的特征函数定义：

定义３［１］　全集 Ｓ，ＡＳ的特征函数：" Ａ＝
１，若ｘ Ａ；
０，若ｘ{ Ａ．
引理１　

" Ａ１ΔＡ２≡（" Ａ１＋" Ａ２）（ｍｏｄ２）．
证明　（１）当

" Ａ１ΔＡ２＝１时，则ｘ Ａ１ΔＡ２，即ｘ
Ａ１∪Ａ２且ｘ Ａ１∩Ａ２，即 ｘ Ａ１且 ｘ Ａ２或 ｘ Ａ２
且ｘ Ａ１，则 " Ａ１＝１且 " Ａ２＝０或 " Ａ２＝１且 " Ａ１＝０，
即

" Ａ１＋" Ａ２＝１．
（２）当

" Ａ１ΔＡ２＝０时，则ｘ Ａ１ΔＡ２，即ｘ Ａ１∪Ａ２
或ｘ Ａ１∩Ａ２，即 ｘ Ａ１且 ｘ Ａ２或 ｘ Ａ１且 ｘ
Ａ２，则" Ａ１＝０且 " Ａ２＝０或 " Ａ１＝１且 " Ａ２＝１，即 " Ａ１＋
" Ａ２＝０或２，故 " Ａ１＋" Ａ２≡０（ｍｏｄ２）．

利用定理１（２），容易证得

推论１　ｍ≥２，" Ａ１Δ…ΔＡｍ≡ 
ｍ

ｉ＝１
" Ａ( )

ｉ
（ｍｏｄ２）．

下面证明定理２．



定理２的证明　若
ｍ

ｉ＝１
" Ａｉ≡１（ｍｏｄ２），则 " Ａ１，

…，
" Ａｍ中有奇数个的值为１，即ｘ属于Ａ１，…，Ａｍ中

的奇数个集合，反之也成立．即 Ａ１Δ…ΔＡｍ是属于
Ａ１，…，Ａｍ中的奇数个集合的那些元素组成．

推论２　设 Ａ１，…，ＡｍＳ，ｍ≥２，则 Ａ１Δ…ΔＡｍ
可分解为２ｍ－１个两两不交的集合的并集．

相应地，容易得到

推论３　设Ａ１，…，ＡｍＳ，ｍ≥２，则（Ａ１Δ…ΔＡｍ）
ｃ

是由恰属于Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ中偶数个集合的那些元素
组成，即

（Ａ１Δ…ΔＡｍ）
ｃ＝ ∪

１≤ｋ≤［（ｍ＋２）／２］
｛ｉ１，…，ｉ２ｋ－２，ｊ１，…，ｊｍ－２ｋ＋２｝＝｛１，２，…，ｍ｝

（Ａｉ１∩…

　∩Ａｉ２ｋ－２∩Ａ
ｃ
ｊ１∩…∩Ａ

ｃ
ｊｍ－２ｋ＋２）．

推论４　设Ａ１，…，ＡｍＳ，ｍ≥２，则（Ａ１Δ…ΔＡｍ）
ｃ

可分解为２ｍ－１个两两不交的集合的并集．

２　集合的对称差所产生的和式

集合的对称差运算产生了一系列的和式，下面

运用组合计数理论研究几个较重要的问题．
以下考虑全集为Ｎｎ＝ １，２，…，{ }ｎ．
问题１　设Ａ１，…，ＡｍＮｎ，ｍ≥２，求所有Ａ１Δ…

ΔＡｍ的元素个数之和

Ｓｍ，ｎ ＝ 
Ａ１，…，ＡｍＮｎ

Ａ１Δ…ΔＡｍ ．

设 Ａ１Δ…ΔＡｍ ＝ｉ（０≤ｉ≤ｎ），由推论２及推
论４可知满足条件： Ａ１Δ…ΔＡｍ ＝ｉ且Ａ１，…，Ａｍ

Ｎｎ的有序ｍ集组（Ａ１，…，Ａｍ）的个数为 ( )ｎｉ２（ｍ－１）ｎ．
从而

Ｓｍ，ｎ ＝ 
Ａ１，…，ＡｍＮｎ

Ａ１Δ…ΔＡｍ ＝
ｎ

ｉ＝０


Ａ１，…，ＡｍＮｎ

ｉ＝


ｎ

ｉ＝０
ｉ( )ｎｉ２（ｍ－１）ｎ ＝２（ｍ－１）ｎ·ｎ·２ｎ－１ ＝ｎ·２ｍｎ－１．

故有

定理３　Ａ１，…，ＡｍＮｎ，ｍ≥２，以Ｓｍ，ｎ表示所有
Ａ１Δ…ΔＡｍ的元素个数之和，则

Ｓｍ，ｎ ＝ 
Ａ１，…，ＡｍＮｎ

Ａ１Δ…ΔＡｍ ＝ｎ·２
ｍｎ－１ （ｍ≥２）．

以下给出定理３的一种组合解释．
任意选定ａ Ｎｎ，若ａ Ａ１Δ…ΔＡｍ，则ａ Ａｉ１，

Ａｉ２，…，Ａｉ２ｋ－１，１≤ｋ≤［（ｍ＋１）／２］且｛ｉ１，ｉ２，…，ｉ２ｋ－１｝
｛１，２，…，ｍ｝，而Ｎｎ中除ａ以外的ｎ－１个元素可
能属于也可能不属于 Ａ１，…，Ａｍ．从而，ａ在所有

Ａ１Δ…ΔＡｍ中出现的次数为 
［（ｍ＋１）／２］

ｋ＝１

ｍ
２ｋ( )－１

（２ｍ）ｎ－１

＝２ｍ－１·２ｍｎ－ｍ＝２ｍｎ－１．所有 Ａ１Δ…ΔＡｍ的元素个数
之和等价于Ｎｎ中每一个元素在所有 Ａ１Δ…ΔＡｍ中
出现的次数之和，故Ｓｍ，ｎ＝ｎ·２

ｍｎ－１．
问题２　Ａ１，…，ＡｍＮｎ，ｍ≥２，求所有满足Ａ１Δ

…ΔＡｍ＝Ｎｋ的Ａ１，…，Ａｍ的元素个数之和，即

Ｇｍ，ｎ，ｋ ＝ 
Ａ１Δ…ΔＡｍ＝Ｎｋ
Ａ１，…，ＡｍＮｎ

（Ａ１ ＋… ＋ Ａｍ ）．

先计算Ｇ２，ｎ，ｋ ＝ 
Ａ１ΔＡ２＝Ｎｋ
Ａ１，Ａ２Ｎｎ

（Ａ１ ＋ Ａ２ ）．其中，最

简单的是Ｇ２，ｎ，２＝ 
Ａ１ΔＡ２＝｛１，２｝
Ａ１，Ａ２Ｎｎ

（Ａ１ ＋ Ａ２ ）．

结合图１分析，假设 Ａ１∩Ａ２ ＝ｉ（０≤ｉ≤ｎ－２），
容易得到

Ｇ２，ｎ，２ ＝ 
Ａ１－Ａ２＝!
Ａ２－Ａ１＝｛１，２｝

（Ａ１ ＋ Ａ２ ）＋


Ａ１－Ａ２＝｛１｝
Ａ２－Ａ１＝｛２｝

（Ａ１ ＋ Ａ２ ）＋ 
Ａ１－Ａ２＝｛２｝
Ａ２－Ａ１＝｛１｝

（Ａ１ ＋ Ａ２ ）＋


Ａ１－Ａ２＝｛１，２｝
Ａ２－Ａ１＝!

（Ａ１ ＋ Ａ２ ）＝ [８ｎ－２
ｉ＝０
ｉｎ－２( )ｉ

＋


ｎ－２

ｉ＝０

ｎ－２( ) ]ｉ
＝ [８ｎ－２

ｉ＝１
（ｎ－２）ｎ－３

ｉ－( )１ ＋

ｎ－２

ｉ＝０

ｎ－２( ) ]ｉ
＝８［（ｎ－２）·２ｎ－３＋２ｎ－２］＝ｎ·２ｎ．

图１

　　进一步分析Ａ１ΔＡ２＝Ｎｋ的情形，在图１中，假设
Ａ１－Ａ２ ＝ｉ（０≤ｉ≤ｋ），则 Ａ２－Ａ１ ＝ｋ－ｉ．又设
Ａ１∩Ａ２ ＝ｊ（０≤ｊ≤ｎ－ｋ）．此时，Ａ１ ＝ｉ＋ｊ，
Ａ２ ＝ｋ－ｉ＋ｊ，则满足 Ａ１ΔＡ２＝Ｎｋ，Ａ１，Ａ２Ｎｎ的有

序集对（Ａ１，Ａ２）的个数为
ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ

ｎ－ｋ

ｊ＝０

ｎ－ｋ( )ｊ
．

Ｇ２，ｎ，ｋ ＝ 
Ａ１ΔＡ２＝Ｎｋ，
Ａ１，Ａ２Ｎｎ

（Ａ１ ＋ Ａ２ ）＝

　
ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ

ｎ－ｋ

ｊ＝０

ｎ－ｋ( )ｊ
（ｉ＋ｊ＋ｋ－ｉ＋ｊ）＝
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　
ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ

ｎ－ｋ

ｊ＝０
（２ｊ＋ｋ）ｎ－ｋ( )ｊ

＝２ [ｋ ２ｎ－ｋ
ｊ＝０
ｊｎ－ｋ( )ｊ

＋

　ｋ
ｎ－ｋ

ｊ＝０

ｎ－ｋ( ) ]ｊ
＝２ｋ［２（ｎ－ｋ）·２ｎ－ｋ－１＋ｋ·２ｎ－ｋ］＝

　ｎ·２ｎ．
由于Ｇ２，ｎ，ｋ＝Ｇ２，ｎ，２，故 Ｇ２，ｎ，ｋ是一个与 ｋ无关的

数．下面给出一种组合解释．
注意到，若Ａ１，Ａ２遍及Ｎｎ的所有子集，则Ａ

ｃ
１，Ａ

ｃ
２

也遍及Ｎｎ的所有子集，以及 Ａ
ｃ
１ΔＡ

ｃ
２＝Ａ１ΔＡ２（定理１

（５）），故

Ｇ２，ｎ，ｋ ＝ 
Ａｃ１ΔＡ

ｃ
２＝Ｎｋ

Ａｃ１，Ａ
ｃ
２Ｎｎ

（Ａｃ１ ＋ Ａ
ｃ
２）＝ 

Ａ１ΔＡ２＝Ｎｋ
Ａ１，Ａ２Ｎｎ

（Ａｃ１ ＋Ａ
ｃ
２）．

这就有了

Ｇ２，ｎ，ｋ＝ [１２ Ｐ （Ａ１ ＋ Ａ２）＋Ｐ （Ａｃ１ ＋ Ａｃ２ ]） ＝

１
２Ｐ （Ａ１ ＋Ａ２ ＋Ａ

ｃ
１ ＋Ａ

ｃ
２ ）＝

１
２Ｐ ２ｎ＝ｎ·２

ｎ，

其中Ｐ表示Ａ１ΔＡ２＝Ｎｋ且Ａ１，Ａ２Ｎｎ．
以下仿照 Ｇ２，ｎ，ｋ计算 Ｇ３，ｎ，ｋ．由定理 ２及推论 ３

可得

　 Ａ１ΔＡ２ΔＡ３＝（Ａ１∩Ａ
ｃ
２∩Ａ

ｃ
３）∪（Ａ２∩Ａ

ｃ
１∩Ａ

ｃ
３）∪

　 （Ａ３∩Ａ
ｃ
１∩Ａ

ｃ
２）∪（Ａ１∩Ａ２∩Ａ３），

　（Ａ１ΔＡ２ΔＡ３）
ｃ＝（Ａｃ１∩Ａ

ｃ
２∩Ａ

ｃ
３）∪（Ａ１∩Ａ２∩Ａ

ｃ
３）∪

　（Ａ１∩Ａ３∩Ａ
ｃ
２）∪（Ａ２∩Ａ３∩Ａ

ｃ
１）．

图２中，阴影部分表示 Ａ１ΔＡ２ΔＡ３ ＝Ｎｋ，则
（Ａ１ΔＡ２ΔＡ３）

ｃ＝｛ｋ＋１，ｋ＋２，…，ｎ｝．

图２

　　设 Ａ１∩Ａ
ｃ
２∩Ａ

ｃ
３ ＋Ａ２∩Ａ

ｃ
１∩Ａ

ｃ
３ ＋Ａ３∩Ａ

ｃ
１∩Ａ

ｃ
２ ＝ｉ

（０≤ ｉ≤ ｋ），则 Ａ１∩Ａ２∩Ａ３ ＝ｋ－ｉ．又 设
Ａ１∩Ａ２∩Ａ

ｃ
３ ＋ Ａ１∩Ａ３∩Ａ

ｃ
２ ＋ Ａ２∩Ａ３∩Ａ

ｃ
１ ＝ｊ

（０≤ｊ≤ｎ－ｋ），则满足 Ａ１ΔＡ２ΔＡ３＝Ｎｋ，Ａ１，Ａ２，Ａ３
Ｎｎ的有序三集组（Ａ１，Ａ２，Ａ３）的个数应为


ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ３ｉ

ｎ－ｋ

ｊ＝ｏ

ｎ－ｋ( )ｊ
３ｊ．

此时

Ａ１ ＋Ａ２ ＋Ａ３ ＝Ａ１∩Ａ
ｃ
２∩Ａ

ｃ
３ ＋Ａ２∩Ａ

ｃ
１∩Ａ

ｃ
３ ＋

　 Ａ３∩Ａ
ｃ
１∩Ａ

ｃ
２ ＋２（Ａ１∩Ａ２∩Ａ

ｃ
３ ＋Ａ１∩Ａ３∩Ａ

ｃ
２ ＋

　 Ａ２∩Ａ３∩Ａ
ｃ
１ ）＋３Ａ１∩Ａ２∩Ａ３ ＝ｉ＋２ｊ＋３（ｋ－ｉ）．

故

Ｇ３，ｎ，ｋ ＝ 
Ａ１ΔＡ２ΔＡ３＝Ｎｋ
Ａ１，Ａ２，Ａ３Ｎｎ

（Ａ１ ＋ Ａ２ ＋ Ａ３ ）＝


ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ３ｉ

ｎ－ｋ

ｊ＝０

ｎ－ｋ( )ｊ
３ｊ［ｉ＋２ｊ＋３（ｋ－ｉ）］＝


ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ３[ｉ （３ｋ－２ｉ）ｎ－ｋ

ｊ＝０

ｎ－ｋ( )ｊ ３ｊ＋２
ｎ－ｋ

ｊ＝０
ｊｎ－ｋ( )ｊ ３]ｊ ＝


ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ３[ｉ （３ｋ－２ｉ）·４ｎ－ｋ＋２·３（ｎ－ｋ）·４ｎ－ｋ－ ]１ ＝

６（ｎ＋ｋ）·４ｎ－ｋ－１
ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ３ｉ－２·４ｎ－ｋ

ｋ

ｉ＝０
ｉ( )ｋｉ３ｉ＝

６（ｎ＋ｋ）·４ｎ－ｋ－１·４ｋ－２·４ｎ－ｋ·３ｋ·４ｋ－１＝６ｎ·４ｎ－１．
同理，可计算

Ｇ４，ｎ，ｋ ＝ 
Ａ１ΔＡ２ΔＡ３ΔＡ４＝Ｎｋ
Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４Ｎｎ

（Ａ１ ＋ Ａ２ ＋ Ａ３ ＋ Ａ４ ）＝

　
ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ( )４１

ｉ( )４３
ｋ－ｉ


ｎ－ｋ

ｊ＝０

ｎ－ｋ( )ｊ ( )４２
ｊ


ｎ－ｋ－ｊ

ｌ＝０

ｎ－ｋ－ｊ( )ｌ
×

　( )４４
ｌ

［ｉ＋２ｊ＋３（ｋ－ｉ）＋４ｌ］＝

　４ｋ
ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ

ｎ－ｋ

ｊ＝０

ｎ－ｋ( )ｊ
６ｊ
ｎ－ｋ－ｊ

ｌ＝０

ｎ－ｋ－ｊ( )ｌ
（３ｋ－２ｉ＋

　２ｊ＋４ｌ）＝４ｋ
ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ

ｎ－ｋ

ｊ＝０

ｎ－ｋ( )ｊ
６ｊ［（３ｋ－２ｉ＋

　２ｊ）２ｎ－ｋ－ｊ＋４（ｎ－ｋ－ｊ）２ｎ－ｋ－ｊ－１］＝

　４ｋ２ｎ－ｋ
ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ（２ｎ＋ｋ－２ｉ）

ｎ－ｋ

ｊ＝０

ｎ－ｋ( )ｊ
３ｊ＝

　４ｋ·２ｎ－ｋ·４ [ｎ－ｋ （２ｎ＋ｋ）
ｋ

ｉ＝０
( )ｋｉ－２

ｋ

ｉ＝０
ｉ( ) ]ｋｉ ＝

　４ｋ·２ｎ－ｋ·４ｎ－ｋ［（２ｎ＋ｋ）·２ｋ－２ｋ·２ｋ－１］＝ｎ·２３ｎ＋１．
至此，我们可以猜想Ｇｍ，ｎ，ｋ（ｍ≥２，０≤ｋ≤ｎ）．
由于Ｇ２，ｎ，ｋ＝ｎ·２

ｎ＝２ｎ·２ｎ－１，Ｇ３，ｎ，ｋ＝６ｎ·４
ｎ－１

＝３ｎ·２２ｎ－１，Ｇ４，ｎ，ｋ＝ｎ·２
３ｎ＋１＝４ｎ·２３ｎ－１，依此类

推，猜测Ｇｍ，ｎ，ｋ＝ｍｎ·２
（ｍ－１）ｎ－１（ｍ≥２，０≤ｋ≤ｎ）．

下面用数学归纳法证明上述猜想．
证明　对ｍ用数学归纳法．
１°　奠基是显然的．
２°　假设 ｍ＝ｓ时，结论成立．即 Ｇｓ，ｎ，ｋ ＝


Ｐ１

（Ａ１ ＋… ＋ Ａｓ）＝ｓｎ·２
（ｓ－１）ｎ－１．令ＡｓΔＡｓ＋１＝

Ｂ，则

Ｇｓ＋１，ｎ，ｋ ＝
Ｐ２

（Ａ１ ＋… ＋ Ａｓ＋１ ）＝


Ｐ３

Ｐ４

（Ａ１ ＋…＋Ａｓ＋１）＝
Ｐ５

Ｐ３

（Ａ１ ＋…＋Ａｓ＋１）＝
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
Ｐ５

０≤ｉ≤｜Ｂ｜
０≤ｊ≤ｎ－｜Ｂ｜

Ｂ( )ｉ
ｎ－ Ｂ( )ｊ

［Ａ１ ＋… ＋

　 Ａｓ－１ ＋（ｉ＋ｊ）＋（Ｂ－ｉ＋ｊ）］＝

　
Ｐ５

｜Ｂ｜

ｉ＝０

Ｂ( ) [ｉ
（Ａ１ ＋… ＋ Ａｓ－１ ＋ Ｂ）×

　
ｎ－｜Ｂ｜

ｊ＝０

ｎ－ Ｂ( )ｊ
＋２

ｎ－｜Ｂ｜

ｊ＝０
ｊ
ｎ－ Ｂ( ) ]ｊ

＝

　
Ｐ５

２｜Ｂ｜［（Ａ１ ＋… ＋ Ａｓ－１ ＋ Ｂ）２
ｎ－｜Ｂ｜＋

　２（ｎ－ Ｂ）·２ｎ－｜Ｂ｜－１］＝２ｎ
Ｐ５

（Ａ１ ＋… ＋

　 Ａｓ－１ ＋ｎ）＝２ [ｎ 
Ｐ５

（Ａ１ ＋… ＋ Ａｓ－１ ）＋

　ｎ
Ｐ５

]１ ．
由于对称性，可得


Ｐ１
Ａ１ ＝

１
ｓＰ１

（Ａ１ ＋… ＋ Ａｓ）＝

　　 １ｓ·ｓｎ·２
（ｓ－１）ｎ－１ ＝ｎ·２（ｓ－１）ｎ－１．

从而
Ｐ５

（Ａ１ ＋… ＋ Ａｓ－１ ）＝（ｓ－１）
Ｐ１
Ａ１ ＝

（ｓ－１）ｎ·２（ｓ－１）ｎ－１．则
Ｇｓ＋１，ｎ，ｋ＝２

ｎ［（ｓ－１）ｎ·２（ｓ－１）ｎ－１＋ｎ·（２ｓ－１）ｎ］＝
（ｓ＋１）ｎ·２ｓｎ－１，

其中Ｐ１表示Ａ１Δ…ΔＡｓ＝Ｎｋ且 Ａ１，…ＡｓＮｎ，Ｐ２表
示 Ａ１Δ…ΔＡｓ＋１＝Ｎｋ且 Ａ１，…，Ａｓ＋１Ｎｎ，Ｐ３表示
ＡｓΔＡｓ＋１＝Ｂ且 Ａｓ，Ａｓ＋１Ｎｎ，Ｐ４表示 Ａ１Δ…ΔＡｓ－１ΔＢ
＝Ｎｋ且Ａ１，…，Ａｓ－１Ｎｎ，Ｐ５表示Ａ１Δ…ΔＡｓ－１ΔＢ＝Ｎｋ
且Ａ１，…，Ａｓ－１，ＢＮｎ．即当ｍ＝ｓ＋１时，结论成立．
３°　根据数学归纳法，结论对一切 ｍ≥２的自

然数都成立．
于是得到

定理４　Ａ１，…，ＡｍＮｎ，ｍ≥２，以 Ｇｍ，ｎ，ｋ表示所
有满足Ａ１Δ…ΔＡｍ＝Ｎｋ （０≤ｋ≤ｎ）的 Ａ１，…，Ａｍ的
元素个数之和，则

Ｇｍ，ｎ，ｋ＝ 
Ａ１Δ…ΔＡｍ＝Ｎｋ
Ａ１，…，ＡｍＮｎ

（Ａ１ ＋… ＋ Ａｍ ）＝ｍｎ·２
（ｍ－１）ｎ－１

（ｍ≥２，０≤ｋ≤ｎ）．

证明　从 Ｎｋ中任选一元素 ａ，则 ａ Ａ１Δ…
ΔＡｍ，即ａ Ａｉ１，Ａｉ２，…，Ａｉ２ｊ－１，１≤ｊ≤［（ｍ＋１）／２］且
｛ｉ１，ｉ２，…，ｉ２ｊ－１｝｛１，２，…，ｍ｝．根据推论２及推论
４，对于Ｎｋ中除ａ以外的任一元素，都可属于２

ｍ－１个

两两不交的集合中的一个，对于｛ｋ＋１，ｋ＋２，…，ｎ｝
中任一元素，也都可属于２ｍ－１个两两不交的集合中
的一个，则ａ在所有满足 Ａ１Δ…ΔＡｍ＝Ｎｋ的 Ａ１，…，
Ａｍ中出现的次数为

　 
［（ｍ＋１）／２］

ｊ＝１
（２ｊ－１） ｍ

２ｊ－( )１（２ｍ－１）ｋ－１（２ｍ－１）ｎ－ｋ ＝
　ｍ·２ｍ－２·（２ｍ－１）ｎ－１ ＝ｍ·２（ｍ－１）ｎ－１．

同理，从｛ｋ＋１，ｋ＋２，…，ｎ｝中任选一元素 ｂ，则 ｂ
Ａ１Δ…ΔＡｍ，即ｂ Ａｉ１，Ａｉ２，…，Ａｉ２ｔ－２，１≤ｔ≤［（ｍ＋２）／
２］且｛ｉ１，ｉ２，…，ｉ２ｔ－２｝｛１，２，…，ｍ｝，则ｂ在所有满足
Ａ１Δ…ΔＡｍ＝Ｎｋ的Ａ１，…，Ａｍ中出现的次数为

　 
［（ｍ＋２）／２］

ｔ＝１
（２ｔ－２） ｍ

２ｔ－( )２（２ｍ－１）ｋ（２ｍ－１）ｎ－ｋ－１ ＝
　ｍ·２ｍ－２·（２ｍ－１）ｎ－１ ＝ｍ·２（ｍ－１）ｎ－１．

所有满足Ａ１Δ…ΔＡｍ＝Ｎｋ的 Ａ１，…，Ａｍ的元素个数
之和等价于 Ｎｎ中每一个元素在所有满足 Ａ１Δ…
ΔＡｍ＝Ｎｋ的Ａ１，…，Ａｍ中出现的次数之和，故
Ｇｍ，ｎ，ｋ＝ｋ·ｍ·２

（ｍ－１）ｎ－１＋（ｎ－ｋ）·ｍ·２（ｍ－１）ｎ－１＝
ｍｎ·２（ｍ－１）ｎ－１．

集合的对称差是集合之间的重要运算之一，而

且在很多数学分支中都有着广泛的运用．本文深入
研究了任意多个集合的对称差的定义，并揭示其构

造，即Ａ１Δ…ΔＡｍ（ｍ≥２）是由恰属于Ａ１，…，Ａｍ中奇
数个集合的那些元素组成，使集合的对称差更容易

理解把握．笔者还运用组合计数理论计算集合的对
称差运算所产生的几个重要和式并得到其显式，结

果是精炼而优美的，可应用于各数学分支．
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