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模格与半单代数

张 霞,陈裕群
(华南师范大学数学系,广东广州 510631)

摘要:讨论了有有限长度的模格是半单的若干充要条件, 给出了它们在代数模、模、环、群, 尤其是半

群中的应用.
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MODULAR LATTICE AND SEMISIMPLE ALGEBRAS

ZHANG Xia, CHEN Yu- qun

( Department of Mathematics, South China Normal University, Guangzhou 510631, China)

Abstract: The characterizations of a modular lattice to be semisimple are obtained. By using

these results, the necessary and sufficent conditions of an algebra module, module, ring, group

and semigroup, respectively, to be semisimple are given.
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1 基本概念和定理

设( L , )是格. 我们知道,若 a, b, c L , c a ( a b) c = a ( b c) ,则 L 是

模格. 若 a b a, a b b a a b, b a b , 其中, a b 表示 a 是 b 的覆盖,则( L ,

)是半模格.

定义 1
[ 1] 称偏序集( S , )有有限长度, 若 S 的每个链都有界.

注1 设偏序集( S , )有有限长度,若 a, b S , 且 a> b, 则存在有限多个元素 a= a0,

a1, , an= b S , 使得 a= a0 a1 an= b .

定义 2 设 L 是格,称 L 满足升链(降链)条件,若 L 的每个非空子集都有极大(极小)元.

引理 1 设 L 是格,则

(1) L 满足升链条件当且仅当L 的每个升链都有界;

(2) L 满足降链条件当且仅当L 的每个降链都有界.
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(同样可以定义右同余半单半群) .

注5 左同余半单的半群是存在的, 如例 3、右零半群(见例 4)及例5.

例3 设 S 是群, 阶为 pq, 其中 p , q 是素数. 则 S 的子群格L ( S )是模格且当 S 不是p
2

阶循环群时, S 是左同余半单的半群.

例4 设 S 是右零半群. 易见 S 的每个左同余都是右同余, 且 a, b S, a b ,

( a, b)
* = { ( a, b ) ( b, a) } S 是 S 的极小同余, 其中( a, b)

* 是( a, b )生成的同余. 从而,

S C ( SS ) , 都有 =
( a, b)

a b

( a, b)
* 是极小同余的并.

例5 设 S 是一个集合, 0是 S 的一个固定元. 定义 S 中的运算为:

ab = 0, a, b S, a b ; aa = a, a S ,

则 S 是一个交换半群, S 上的每一个左同余都是右同余. 由文[ 3]的Theorem 3 5, S 的每个同

余都是Rees同余, 于是 S 的同余格是分配格, 从而是模格. 设 S C( S )是 S 的任一同

余,则 =
( a, b)

a b

( a, b )
*
. 事实上, a, b S, a b, 都有( a, b )

*
= ( a, 0)

*
( b , 0)

*
且

0 a S, ( a, 0) * = { ( a, 0) (0, a) } S 是 S 的极小同余, 故 S 是同余半单的. 易见 S

的每个包含0的子集都是 S 的理想,于是 S 的同余格有有限长度当且仅当 S 是有限集合.

由定理1立刻得到

定理 2 设 S 是半群,其左同余格是模格,有有限长度, S 与 S 分别为泛同余和恒等同

余,则下述命题等价:

(1) S 是左同余半单半群;

(2) S 是唯一的本质左同余;

(3) S 是若干极小左同余的并;

(4) S 是唯一的富余左同余;

(5) S 是若干极大左同余的交;

(6) S 的每个真左同余是若干极大左同余的交;

(7) 对 S 的每个左同余 , 存在一个左同余 , 使 S= , S= .

3 定理 1在代数模、模、环、群中的应用

设 A 是域F 上的结合代数( R 是环, G 是群) , AV 是左A - 代数模( RV 是左R- 模) , 则AV

的代数子模格、RV 的子模格、R 的理想格、G 的正规子群格都是模格.应用定理 1, 我们有如下

的一串推论.

推论 2 设A 是域F 上的结合代数, V 是左A - 代数模, V 的A- 代数子模格有有限长度,

则下述命题等价:

(1) V 是有限个单代数模的直和;

(2) V 是唯一的本质代数子模;

(3) 0是极大代数子模的交;

(4) 0是唯一的富余代数子模;
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(5) V 的每个非零代数子模是若干极小代数子模的和;

(6) V 的每个真代数子模是若干极大代数子模的交;

(7) V 的每个代数子模都是直和因子.

注6 推论 2中, (1) (7)可由文[ 4]的定理 1 4 5推出.

推论 3
[ 5]

设 R 是环, M 是左R- 模, M 的左子模格有有限长度, 则下述命题等价:

(1)M 是有限个左单子模的直和;

(2)M 是唯一的本质左子模;

(3) 0是极大左子模的交;

(4) 0是唯一的富余左子模;

(5)M 的每个非零左子模都是半单的;

(6)M 的每个真左子模都是若干极大左子模的交;

(7)M 的每个左子模都是直和因子.

注7 一般的,若RM 是左半单模,则RM 的每个真左子模都是若干极大左子模的交, 但反

之不成立. 推论 3中, (1) (7)可由文[ 5]的 Theorem 9 6推出; (1) (3)可由文[ 5]的 Proposi

tion 10 15推出; (3) (4)可由文[ 5]的 Proposition 9 13推出; (1) (2)可由文[ 5]的 Proposition

9 7推出.

推论 4 设 R 是环( G 是群) ,它的理想格(正规子群格)有有限长度, 0是零元( e 是单位

元) , 则下述命题等价:

(1) R 是有限个单环的直和( G 是有限个单群的直积) ;

(2) R 是唯一的本质理想( G 是唯一的本质正规子群) ;

(3) 0是极大理想的交( { e}是极大正规子群的交) ;

(4) 0是唯一的富余理想( { e}是唯一的富余正规子群) ;

(5) R 的每个非零理想都是若干R 的极小理想的和( G 的每个非{ e}正规子群都是若干 G

的极小正规子群的积) ;

(6) R 的每个真理想都是若干R 的极大理想的交( G 的每个真正规子群都是若干G 的极

大正规子群的交) ;

(7) R 的每个理想都是直和因子( G 的每个正规子群都是直积因子) .

注8 我们这里群的合成列(看定义 3)与传统的群的合成列的定义不同. 但是,如果群 G

是它的若干极小正规子群的积,且 G 的正规子群格有有限长度,则由推论 4, G 是有限个单群

的直积,由此可知 G 有一个合成群列(传统意义下) .
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